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Abstrak.  Kertas ini mengklasifikasikan bentuk-bentuk persembahan-3 hasil darab langsung yang 
permasalahan gambarnya boleh ditentukan. 

 
 
1.    Pengenalan 
 
Persembahan-3 adalah tiga pasangan Prx ;;  dengan rx;  adalah sebarang 

persembahan kumpulan dan P adalah sebarang set gambar sfera dalam rx; .  Gambar 
sfera merupakan suatu konfigurasi geometri dan boleh dirujuk misalnya dalam [5]. 
Adalah dimaklumkan bahawa persembahan-3 juga boleh dianggapkan sebagai     
perluasan persembahan kumpulan seperti yang ditakrifkan oleh Fenn [3]. 
 Andaikan rx;  dan sy;  sebarang persembahan kumpulan. Maka persembahan 

kumpulan hasil darab langsung ialah persembahan )(][ yxs,r,yx, ∈∈ y,xyx,;  

dengan 11],[ −−= yxyxyx  merupakan penukar tertib. Jadi persembahan-3 hasil darab 
langsung adalah persembahan Pyxs,r,yx, ;; )(][ ∈∈ y,xyx,  dengan P adalah 

sebarang set gambar sfera dalam )(][ yxs,r,yx, ∈∈ y,xyx,; .  Persembahan-3 hasil 
darab langsung ini merupakan kompleks Squier [6] seperti yang terdapat dalam [4]. 

Permasalahan gambar bagi persembahan-3 Prx ;;  merupakan suatu persoalan 
untuk mencari suatu alkhawarizma bagi menentukan sebarang gambar sfera � dalam 

rx;  sama ada � setara (modulo P) dengan gambar hampa. Rujuk [1].  Permasalahan 
yang hampir serupa melibatkan kumpulan gambar rajah boleh dirujuk dalam [4]. 
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2.    Bentuk-bentuk persembahan-3 hasil darab langsung 
 
Persembahan-3 hasil darab langsung yang ditakrifkan di atas boleh diklasifikasikan 
kepada beberapa bentuk berdasarkan kepada pemilihan set gambar P.  Andaikan xP  dan 

yP  masing-masing set gambar sfera dalam rx;  dan sy;  yang menjana kumpulan 

homotopi modul kedua ( )rx;2π  dan ( )sy;2π .  Rujuk misalnya [2] atau [5].               

Juga andaikan rP  set gambar sfera dalam )(][ yxs,r,yx, ∈∈ y,xyx,;  yang 
berbentuk 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
dengan y unsur dalam y dan R unsur dalam r. 
 
 
Juga andaikan sP  set gambar sfera dalam )(][ yxs,r,yx, ∈∈ y,xyx,;  yang 
berbentuk 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
dengan x  unsur dalam  x  dan S unsur dalam  s. 
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 Persembahan-3 hasil darab langsung adalah prinsipal jika ia berbentuk salah satu 
daripada yang berikut: 
 
1. ∅∈∈ ;; )(][ yxs,r,yx, y,xyx,  

2. xPyxs,r,yx, ;; )(][ ∈∈ y,xyx,  atau yPyxs,r,yx, ;; )(][ ∈∈ y,xyx,  

3. yx PPyxs,r,yx, ,;; )(][ ∈∈ y,xyx,  

4. rPyxs,r,yx, ;; )(][ ∈∈ y,xyx,  atau sPyxs,r,yx, ;; )(][ ∈∈ y,xyx,  

5. sr PPyxs,r,yx, ,;; )(],[ ∈∈ y,xyx  

6. rx PPyxs,r,yx, ,;; )(],[ ∈∈ y,xyx  atau sy PPyxs,r,yx, ,;; )(],[ ∈∈ y,xyx  

7. sx PPyxs,r,yx, ,;; )(][ ∈∈ y,xyx,  atau ry P,Pyxs,r,yx, ;; )(][ ∈∈ y,xyx,  

8. ryx PPPyxs,r,yx, ,,;; )(],[ ∈∈ y,xyx  atau 

syx PPPyxs,r,yx, ,,;; )(][ ∈∈ y,xyx,  

9. srx PPPyxs,r,yx, ,,;; )(][ ∈∈ y,xyx,  atau 

sry PPPyxs,r,yx, ,,;; )(][ ∈∈ y,xyx,  

10. sryx PPPPyxs,r,yx, ,,,;; )(][ ∈∈ y,xyx, . 

 
 Perhatikan bahawa pasangan bentuk dalam (2), (4), (6), (7), (8) dan (9) adalah 
simetri.  Jadi adalah memadai untuk dipertimbangkan bentuk yang pertama sahaja bagi 
setiap pasangan tersebut.  Keputusan yang diperoleh boleh disimpulkan dalam teorem 
berikut:  
 
Teorem. Permasalahan gambar bagi persembahan-3 hasil darab langsung yang 
prinsipal adalah boleh ditentukan dan bebas daripada (tidak bergantung kepada) 
permasalahan perkataan. 
 
 
3.   Pembuktian 
 
Pembuktian dilakukan mengikut bentuk-bentuk yang telah disenaraikan di atas.  Boleh 
dianggapkan semua gambar sfera diturunkan dan tidak mengandungi dwikutub.  Gambar 
sfera yang tidak diturunkan atau mengandungi dwikutub adalah setara dengan gambar 
hampa.  Rujuk [2,5]. 
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 Juga ditakrifkan cakera-x dan cakera-y masing-masing adalah cakera di dalam 
gambar sfera P yang mempunyai label unsur-unsur dalam x dan y sahaja                   
manakala cakera penukar tertib ialah cakera yang berlabel ],[ yx  dengan 

., yx ∈∈ yx   Kitaran-x ialah satu lingkaran berlabel x yang berbentuk 
 
 
 
 
 
                                                                
 
 
 
 
 
 
 
 
dengan subgambar yP  di dalam kitaran-x tersebut berlabel dengan unsur-unsur dalam  y.  
 

Kitaran-y juga ditakrifkan sama seperti kitaran-x dengan menggantikan x dengan y. 
Perhatikan bahawa sebarang gambar sfera � yang diturunkan dan tidak mengandungi 
dwikutub adalah bersifat seperti berikut: 
 
(a)   Gambar � mengandungi cakera-x atau cakera-y sahaja. 

(b)  Gambar � mengandungi cakera penukar tertib jika dan hanya jika wujud cakera-x 
dan cakera-y dalam �.  Maka mesti wujud satu kitaran-x atau kitaran-y. 

 

Pertimbangkan semua bentuk-bentuk persembahan prinsipal yang disenaraikan di atas. 
 

Bentuk 1 
 
Jelas � tidak setara dengan gambar hampa kerana � gambar diturunkan. 
 
Bentuk 2 
 
Gambar � setara (modulo xP ) dengan gambar hampa jika dan hanya jika � 
mengandungi cakera-x sahaja kerana xP  menjana ( )rx;2π . 
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Bentuk 3 
 
Andaikan gambar � mengandungi cakera-x atau cakera-y sahaja.  Maka seperti dalam 
bentuk 2, gambar � setara (modulo xP ) atau (modulo yP ) dengan gambar hampa.  Jika 
gambar � mengandungi cakera-x dan juga cakera-y maka mesti wujud cakera penukar 
tertib yang menyambungkannnya.  Jadi gambar � tidak setara (modulo P) dengan 
gambar hampa. 
 
Bentuk 4 
 
Andaikan gambar � mengandungi cakera-x atau cakera-y sahaja.  Maka � tidak setara 
(modulo P) dengan gambar hampa kerana set P tidak mengandungi penjana ( )rxπ ;2  

dan ( ).2 syπ ;   Gambar � yang mengandungi cakera penukar tertib setara (modulo P) 
dengan gambar hampa jika dan hanya jika wujud kitaran-y  kerana boleh digunakan set 
gambar dalam .sP  
 
Bentuk 5 
 
Jelas gambar � yang mengandungi cakera-x atau cakera-y sahaja tidak setara (modulo P) 
dengan gambar hampa.  Set sP  dan rP  dalam P menunjukkan bahawa semua gambar 
yang mengandungi cakera penukar tertib adalah setara (modulo P) dengan gambar 
hampa. 
 
Bentuk 6 
 
Gambar-gambar yang setara (modulo P) dengan gambar hampa adalah gambar-gambar 
yang mengandungi cakera-x sahaja atau gambar-gambar yang tidak mengandungi 
sebarang kitaran-x.  Kitaran-x memerlukan set sP  untuk dihapuskan. 
 
Bentuk 7 
 
Jelas gambar yang setara (modulo P) dengan gambar hampa adalah gambar yang 
mengandungi cakera-x sahaja kerana xP  menjana ( )rx;2π .  Set sP  tidak berfungsi 
tanpa adanya set .yP  
 
Bentuk 8 
 
Ketiadaan set sP  dalam P menunjukkan bahawa gambar yang mengandungi kitaran-y 
adalah tidak setara (modulo P) dengan gambar hampa. Manakala gambar yang 
mengandungi cakera-x sahaja atau yang mengandungi kitaran-x adalah setara (modulo P) 
dengan gambar hampa. 
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Bentuk 9 
 
Jelas jika � mengandungi cakera-y maka � tidak setara (modulo P) dengan gambar 
hampa kerana ketiadaan set yP .  Jadi gambar yang mengandungi cakera-x sahaja atau 
cakera-x dan kitaran-y sahaja yang setara (modulo P) dengan gambar hampa. 
 
Bentuk 10 
 
Set P merupakan penjana ( ))(][,,,2 yxsryx ∈∈ y,xyx,;π . Maka semua gambar 
sfera adalah setara (modulo P) dengan gambar hampa. 
 
Kita simpulkan yang permasalan gambar bagi bentuk prinsipal boleh ditentukan. 
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